مدلهای فنداسیون الاستیک و ویسکوالاستیک

این مقاله دربردارندهی پژوهش مهمی در ارتباط با برخی مدلهای فنداسیون و نیز توسعهی هرچه بیشتر برخی ایدههای دخیل در آن است. اثبات میشود که فنداسیون پاسترناک یک مدل مکانیکی برای فنداسیون به اصطلاح "تعمیمیافته" است. همچنین نشان دادیم که کرنل برای فنداسیون پاسترناک در تنش صفحهای یا کرنش صفحهای با کرنل نمایی ویگارت یکسان بوده و برای مورد سه بعدی، یک تابع بسل اصلاحشده است. معلوم شد که حلناپذیری مسألهی تیر محدود یا صفحهی واقع بر روی یک فنداسیون پیوسته مطرحشده توسط ویگارت که بعدها توسط فلانز تحلیل شد، درست نیست، و مسائل از این دست برای هرگونه توزیع بار مجاز در نظریهی صفحهی کلاسیک قابلحل است. در کل این مقاله، تأکید بر فرمولاسیون ریاضی مناسب مسائل فیزیکی مورد بررسی است.

در سالیان اخیر، پیشرفت موتورهای موشک سوخت جامد، افزایش استفاده از فیلامانهای نرم در سازههای هوافضا و فعالیتهای ساختمانی در نواحی سرد، موجب افزایش نیاز به راهحلهایی برای مسائل مختلف تیرها، ورقهها و پوستههای با تکیهگاه پیوسته در محیط الاستیک و ویسکوالاستیک شده است. رویکرد معمول برای فرمولبندی این مسائل بر گنجاندن عکسالعمل فنداسیون در معادلهی دیفرانسیل متناظر تیر، ورقه یا پوسته مبتنی است. فنداسیون اغلب محیطی نسبتاً پیچیده است؛ برای نمونه مادهی همبند سوخت لاستیکمانند، برف، یا خاک ریزدانه. اما از آنجاکه در این مقاله بر عکسالعمل فنداسیون در ناحیهی تماس و نه تنشها و جابجاییهای درون مادهی فنداسیون تمرکز داریم، این مسأله به یافتن عبارت ریاضی نسبتاً سادهای تقلیل مییابد که پاسخ فنداسیون در ناحیهی تماس را با دقت قابل قبولی نمایش میدهد. 
ساده-ترین نمایش برای فنداسیون الاستیک پیوسته توسط وینکلر [1] بیان شد، او فرض را بر این میگذارد که پایه از فنرهای خطی مستقل با فواصل نزدیک به هم تشکیل شده است. این فنداسیون با یک پایهی مایع همارز است. رابطهی بین فشار و انحراف سطح فنداسیون که هر دو با محور z موازیند، اینگونه بیان میشود:
[image: C:\Users\azad\Desktop\1.png]
در اینجا k مدولهای فنداسیون یا وزن مخصوص پایهی مایع است. 
انحرافات متناظر سطح فنداسیون، برای نمونه در یک بار یکنواخت در تصویر 1 آمده است. مشاهده میشود که برای این مدل فنداسیون، جابجایی ناحیهی بارگذاریشده، ثابت خواهد بود، خواه فنداسیون در معرض فشار و خواه بار یکنواخت قرار گیرد. افزون بر این، برای هر دو نوع بارگذاری، جابجاییها در خارج از ناحیهی بارگذاری، صفر هستند. با اینحال مشاهده میشود که برای اکثر مواد، جابجایی سطح فنداسیون همانند تصویر 2 است. 
در گام بعدی، فنداسیون به شکل یک محیط پیوستهی الاستیک شبهنامحدود در نظر گرفته شد که مسألهی به مراتب دشوارتری است، و برای آن تعدادی راهحل در متون و مقالات مرتبط با نظریهی کشسانی ارائه شده است (برای نمونه، [2] را ببینید).
علاوه بر افزایش دشواری ریاضیاتی که با ان مواجهیم، بطور خاص در ارتباط با حل مسائل مربوط به ساختارهای کمپوزیتی واقع بر روی محیط پیوستهی الاستیک، خیلی زود مشخص خواهد شد که برای برخی مواد، فنداسیون تحت بار اعمالی، رفتاری متفاوت با آنچه از نظریهی مواد صُلب ایزوتروپیک الاستیک پیشبینی شده، دارد. مشخص شد که برای مثال، برای خاک، جابجاییهای سطحی به دور از ناحیهی بارگذاری بسیار سریعتر از آنچه از نظریه پیشبینیشده، کاهش مییابند [3]. این مورد نیز سؤالبرانگیز است که آیا مواد لاستیکمانند فومی دارای نسبت تهی نسبتاً بزرگ، همانند محیط ایزوتروپیک همگون رفتار خواهند کرد یا خیر. از این رو در عمل ردهی عظیمی از مواد فنداسیون وجود دارند که رفتار آنها را نمیتوان با فنداسیون نوع وینکلر متشکل از المانهای عمودی مستقل یا محیط پیوستهی ایزوتروپیک نمایش داد.
در تلاش برای یافتن نمایش سادهی ریاضی و به فرم بستهی فیزیکی برای این مواد در ناحیهی تماس، شخص میتواند به یکی از این دو شیوه عمل کند؛ یعنی شروع با محیط پیوسته و بیان فرضیات سادهکننده با توجه به جابجاییهای مورد انتظار و / یا تنشهای مورد انتظار، یا شروع با فنداسیون وینکلر و فرض یک نوع برهمکنش بین المانهای فنری (تا به واقعیت نزدیکتر باشد).
در ادامهی متن، چندین مدل فنداسیون جدید مختصراً بررسی میشوند. نخست آنهایی که با روش دوم به دست میآیند بحث میشوند.
به خاطر استفادهی مکرر از عبارات "معادلهی دیفرانسیلی" و "شرایط مرزی"، برای وضوح موضوع و شناسایی آسانتر، در کل متن مقاله از مخففهای DE (معادلهی دیفرانسیلی) و BC (شرایط مرزی) استفاده میشود.

فنداسیون فیلوننکو-برودیچ [4]
برای دستیابی به مقداری برهمکنش بین المانهای فنری، طرف بالایی آنها به یک غشای الاستیک کششی در معرض میدان تنش-ثابت T متصل میشود، تصویر 3 را ببینید.
شرط تعادل در راستای z المان غشا به رابطهی جابجایی بار زیر دست مییابد:
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در اینجا  عملگر لاپلاس در x و y است.
از رابطهی (2) مشاهده میشود که برهمکنش المانهای فنری توسط شدت میدان تنشی T در غشا مشخص میشود[footnoteRef:1]. [1:   پس از پذیرش این مقاله، مقالهای به قلم اف. شیل [31] توجه نویسنده را به خود معطوف داشت، در این مقاله یک مدل فنداسیون متشکل از یک مایع سنگین با تنش سطحی پینهاد شد. این مدل اساساً به فنداسیون فیلوننکو-برودیچ شباهت دارد.] 
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فنداسیون هتینی
برهمکنش بین المانهای فنری مستقل با محدود کردن یک تیر الاستیک در دو بعدی و یک صفحهی سه بعدی در مادهی فنداسیون وینکلر به شیوهای مشابه با تصویر 3 لحاظ میشود. چنین فرض میشود که تیر یا صفحه صرفاً به صورت خمشی تغییرشکل مییابد. رابطهی بین بار p و انحراف w برای مورد سه بعدی اینگونه است:
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در اینجا برهمکنش المانهای فنری توسط d یعنی سختی خمشی صفحه مشخص میشود. برای مشاهدهی موارد مشتق از آن و مثالهای عددی، مورد دوبعدی مقالات [5] و [6] را ببینید.

فنداسیون پاسترناک [7]
پاسترناک فرض را بر وجود برهمکنشهای برشی میان المانهای فنری گذاشت. این را میتوان با متصل نمودن دو انتهای فنرها به یک تیر یا صفحهی متشکل از المانهای عمودی غیرقابل فشردهسازی مدل کرد (تصویر 3) که تنها توسط برش عرضی دچار انحراف میشوند.
برای بررسی موارد حاصل از آن و رابطهی بار-انحراف، معادلهی عمودی المان لایهی برشی قطعشده توسط سطوح x، x+dx و y و y+dy را در نظر میگیریم، تصویر 4 را ببینید. با این فرض که مادهی فنداسیون در صفحهی x-yف همگون و ایزوتروپیک است، و در نتیجه ==G، خواهیم داشت: 
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توجه داشته باشید انحرافات ناحیهی تماس اینگونه است: =(x, y)، نیروهای برشی به ازای واحد طول لایهی برشی به قرار زیر است:
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براساس تصویر 4 معادلهی تعادل اینگونه است:
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با جایگذاری رابطهی (5) در رابطهی (6) و با =k، خواهیم داشت:
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عبارت دوم در سمت راست رابطهی (7) تأثیر برهمکنشهای برشی المانهای عمودی است. مشاهده میشود که چنانچه T را با G جایگزین کنیم، رابطهی (2) شبیه به رابطهی (7) است.

فنداسیون تعمیمیافته [8-15]
در این مدل فنداسیون، فرضیهی وینکلر و یک فرضیهی دیگر داریم، وینکلر بیان میکند در هر نقطه، فشار p با انحراف k متناسب است، فرضیهی دوم بیان میکند که ممان نیز با زاویهی چرخش، متناسب است. این را به صورت تحلیلی اینگونه بیان میکنیم
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 در اینجا n هر راستایی در یک نقطه در صفحهی سطح فنداسیون است؛ k و  ضرایب تناسبی متناظر هستند. این فرض اضافی نسبتاً دلخواه است. 
در بخش دوم نشان خواهیم داد مدل فنداسیون پاسترناک یک مدل مکانیکی بالقوه برای فنداسیون تعمیمیافته است، در نتیجه، مدل فنداسیون تعمیمیافته، معنای فیزیکی به خود میگیرد. 

فنداسیون ولاسوف
وی. زد. ولاسوف این مسأله را از دید محیط پیوسته میبیند. او این مسأله را با استفاده از روش تغییرات فرمولبندی کرد. او با اعمال محدودیتهای معین بر انحرافات احتمالی لایهی الاستیک به مجموعهای از فرضیات برای رابطهی بار-انحراف دست یافت که پس از بازتعریف ثابتها، با رابطهی (7) یکسان خواهد بود. برای جزئیات بیشتر به [16] و [17] مراجعه کنید.

فنداسیون ریزنر [18]
ای. ریزنر کاری با معادلات محیط پیوسته ندارد. او فرض میکند تنشهای درونصفحه در کل لایهی فنداسیون، به قدری کوچکند که میتوان آنها را نادیده گرفت:
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و نیز جابجاییهای افقی در سطوح بالایی و پایینی لایهی فنداسیون، صفر هستند، او برای مورد الاستیک به این رابطه دست یافت:
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در اینجا  جابجایی سطح فنداسیون در راستای z است، p بار با توزیع جانبی است که بر سطح فنداسیون وارد میشود و داریم:
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 و  ثابتهای الاستیک مادهی فنداسیون هستند؛ H ضخامت لایهی فنداسیون است.
لازم به ذکر است که برای فشار ثابت یا فشار با تغییرات خطی p، پس از بازتعریف ثابتها، یعنی  و ، رابطهی (10) با رابطهی (7) یکسان خواهد بود. 
یکی از نتایج فرضیهی (9) این است که تنشهای برشی  و  مستقل از z بوده و در نتیجه در کل عمق فنداسیون برای یک نقطهی سطحی مشخص (x, y) ثابت هستند؛ به لحاظ فیزیکی یک نتیجهی غیرواقعبینانه بطور خاص برای لایههای فنداسیون نسبتاً ضخیم خواهیم داشت. با اینحال، با توجه به این واقعیت که مدلهای فنداسیون برای مطالعهی عکسالعمل سطح فنداسیون بر بارها و نه تنشهای ایجادشده در فنداسیون بیان میشوند، این کمبود خاص در کل نمیتواند نتیجهی مهمی باشد. 

برخی ویژگیهای فنداسیون پاسترناک
پس از بحث در خصوص مدلهای مختلف فنداسیون میتوان به این موضوع اشاره نمود که آر. راتزردورفر با پیروی از آر. ونمیزز برای یک مورد دو بعدی به عبارتی از نوع عبارت (7) دست یافت، این کار با عبارت رسمی بیان شده در رابطهی انتگرال ویگاردت برای بار و انحراف به دست آمد [19، 20]. هرچندکه روش رسمی او نتوانست مفهوم فیزیکی عبارت دوم را مشخص نماید، با این وجود نشان داد یک رابطه از جنس رابطهی (7)، تقریب مناسبی برای عکسالعمل فنداسیون است.
این استدلال و همچنین ملاحظات رفتار مکانیکی مدل و محیط واقعی، نشان میدهد که براساس مدلهای فنداسیون مورد بررسی، مدل پاسترناک طبیعیترین بسط مدل وینکلر برای فنداسیونهای همگون است، که در آن یک ثابت فنداسیون دوم تحت عنوان مدولهای برشی G وارد تحلیلها میشود. از انجاکه رابطهی حاصل برای بار-تغییرشکل به نسبت ساده است، آن را به عنوان مدل فنداسیون برای بررسیهای بیشتر در نظر میگیریم. در ادامه، برخی از مشخصههای آن بررسی خواهند شد. 
برای مورد مربوط به بار خطی  در امتداد محور y، رابطهی (7) به رابطهی زیر تقلیل مییابد:
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که پاسخ ان به صورت زیر است
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با میل کردن x به بینهایت، w به مقداری محدود میل میکند.
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انحرافات ناشی از بار توزیعشدهی p(x) را میتوان با کمک رابطهی  و انتگرالگیری بر روی بازهی بارگذاری همانند تصویر 5، محاسبه نمود، در نتیجه داریم: 
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مشاهده میشود که کرنل در رابطهی (15) با آنچه کی. ویگاردت [21] فرض نمود و انتخاب خود را تا حدی بر شواهد تجربی بنا نهاد، یکسان است [3].
برای توزیع بار دلخواه در سطح فنداسیون، کرنل لازم به شکل پاسخ بار متمرکز P=1 وارد بر ناحیهی دستگاه مختصات به دست میآید، این به خاطر تقارن محوری است:
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حال پاسخ عمومی رابطهی (7) اینگونه است:
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در اینجا  و  توابع بسل اصلاحشده هستند. از آنجاکه انتظار میرود w در ، صفر باشد، داریم:
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کرنل برای فنداسیون سه بعدی اینگونه محاسبه میشود:
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که در آن:
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فاصلهی بین P در () و نقطهی مورد نظر (x, y) است که در تصویر 6 امده است. در نتیجه برای بار با توزیع دلخواه p بر روی ناحیهی A، انحراف سطح فنداسیون در نقطهی (x, y) اینگونه خواهد بود: 
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در این رابطه انتگرال بر روی ناحیهی بارگذاری A محاسبه میشود.

صفحات در فنداسیونهای تیپ پاسترناک
DE صفحهی باریک با ضخامت ثابت در معرض بار q(x, y) با توزیع جانبی و فشار سطح واسط فنداسیون p(x, y) اینگونه است:
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در اینجا D سختی خمشی صفحه است. برای وضعیتی که صفحه بر روی فنداسیون تیپ پاسترناک قرار گرفته (تصویر 7) فشار سطح واسط توسط رابطهی (7) بیان میشود. فرض کنید صفحه در تماس پیوسته با صفحه است و هیچ نیروی برشی در سطح تماس نداریم، فرض میشود DE صفحه اینگونه باشد:
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مشاهده میشود که یک میدان تنشی یا فشاری یکنواخت اضافی تنها بر مقدار ثابت در عبارت لاپلاس تأثیر میگذارد.
عملگر دیفرانسیل رابطهی (23) را میتوان به ضرب دو عملگر مرتبه دوم تجزیه کرد، یعنی
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که در آن داریم 
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و
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برای نیروی متمرکز جانبی P وارد بر مبدأ دستگاه مختصات، این یک مسأله متقارن محوری است و از آنجاکه s>0 و l>0، برای مورد  (یعنی زمانیکه برهمکنشهای برشی، غالب است)، پاسخ عمومی رابطهی (24) اینگونه است:
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تصویر 8
چنانچه  (ظاهراً این برای مواد فنداسیون معمولی صدق میکند)،  و  مزدوج مختلط خواهند بود و پاسخ را میتوان در قالب توابع تعمیمیافتهی ber, bei, ker, kei بیان نمود، این توسط Y. Y. Yu [22] بیان شده و در مراجع [9-13] و [17] انجام ده است. معادلهی مشابه نیز توسط پی. ام. نقدی و جی. سی. راولی مطرح شد [23].
در اینجا، نمودارها اهمیت زیادی دارند، یکی از آنها در تصویر 8 نمایش داده شده است، در این تصویر نتایج برای نوار نامتناهی در معرض بار خطی واقع بر روی (الف) فنداسیون پاسترناک، و (ب) محیط پیوستهی الاستیک نیمهمتناهی آمده است. برای مجموعهی مفروض ثابتهای ماده، ظاهراً انطباق رضابتبخشی داریم، البته به جز در امتداد لبهها آزاد در مواردی که برهمکنشهای خطی متمرکز را داریم. نمودارهای عکسالعمل نشان میدهند که واکنشهای خطی، ایدهال هستند، و از فرضیات سادهکننده مبتنی بر رفتار فنداسیون ناشی میشوند، اینها در حقیقت افزایش شدید نیروهای عکسالعمل در ناحیهی باریکی در نزدیکی لبه را نشان میدهند. این اثر لبه را میتوان به لحاظ ریاضی یک پدیدهی مجانبی [24] مشابه واکنش گوشهی متمرکز در نظریهی صفحهی کلاسیک دانست.
ویگاردت [21] به بررسی تیر الاستیک محدود بر روی فنداسیون پیوسته (تیپ پاسترناک که قبلاً بحث شد) پرداخت، او فرض کرد که عکسالعملهای متمرکز در دو سر تیر به لحاظ فیزیکی ناممکن هستند، و به یک مسألهی مبالغهآمیز دست یافت؛ یعنی یک معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه 4 با 6 شرط مرزی.
با اینحال از مطالب گفتهشده، میتوان نتیجه گرفت حلناپذیری این مسأله که توسط ویگاردت مطرح شد و فلانز [25] به بررسی بیشتر ان پرداخت به خاطر برداشت نادرست آنها از مسألهی موجود است. با فرض یک کرنل مشخص برای رفتار فنداسیون، معمولاً یک تقریب معرفی شده و پاسخ حاصل برای همان تقریب و نه پدیدهی فیزیکی واقعی بیان خواهد شد. در نتیجه، فرض وینگاردت برای وقوع عکسالعملهای متمرکز در دو سر تیر توجیه نمیشود (اظهارات پی. نمینی [26] را نیز ببینید)، و مسأله برای تمامی موارد توزیع بار مجاز در نظریهی صفحهی کلاسیک، قابل حل است. 
در این رابطه بایستی BC مناسب مرتبط با معادلهی (23) برای صفحههای محدود را نیز در نظر بگیریم (تصویر 9). رابطهی دیفرانسیل (23)، تیپ و مرتبهی خود را حفظ میکند. این یک DE جزئی بیضوی مرتبه چهارم است و در نتیجه، باید دو BC در امتداد مرز برای صفحه تعریف شوند. برای مثال، در مورد مربوط به لبهی مقیّد، BC شبیه به مورد صفحات بر روی فنداسیون وینکلر است، یعنی:
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برای صفحهی مستقر بر روی فنداسیون پیوسته با لبهی آزاد، وضعیت متفاوتی داریم. در این مورد، دو ناحیه داریم که در مرز B با هم برخورد میکنند. ناحیهی صفحهای R با انحرافات  و معادلهی حاکم (23) و ناحیهی فنداسیون پیرامونی F با انحرافات  توسط رابطهی مرتبه دوم (7) تعریف میشود. 
از آنجاکه نیروی برشی در لایهی برش برابر است با 
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و در نتیجه، نیروی برشی صفحه و لایهی برشی اینگونه تعریف میشود:
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میتوانیم سه BC ضروری برای لبه را به شکل زیر بنویسیم:
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عبارت  سهم متعارف ممانهای پیچشی در امتداد لبهی آزاد صفحه است. پس در مورد مربوط به صفحهی دایرهای با شعاع a در معرض بار متقارن محوری،  BC در امتداد لبه r=a اینگونه تعریف میشود
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عبارت اول در BC سوم، واکنش خطی متمرکز در امتداد مرز B از صفحه است. مشاهده میشود که به خاطر وجود شیب فنداسیون، سطح در امتداد مرز صفحه، پیوسته نیست. 
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یک فنداسیون تیپ پاسترناک دیگر (که در بخش بعدی بررسی خواهد شد) در تصویر 10 آمده است. برای به دست آوردن معادلهی صفحه، انحراف  صفحه متشکل از دو بخش را در نظر میگیریم:
[image: C:\Users\azad\Desktop\34.png]
در اینجا  انحراف ناشی از انقباض یا انبساط لایهی فنر بالایی و  ناشی از بقیهی فنداسیون است. براساس تصویر 10 (ب) و روابط (1) و (7) داریم:
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و
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با اعمال (k/c)( ) و (/c)( ) بر رابطهی (35) و تفریق معادلات از یکدیگر خواهیم داشت: 
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با افزودن روابط (36) و (37) به رابطهی بین فشار سطح واسط و انحراف ورقه  میرسیم:
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DE ورقهی باریک را میتوان اینگونه بازنویسی کرد:
[image: C:\Users\azad\Desktop\39.png]
با اعمال (k/c)( ) و (( ) بر رابطهی (39) و افزودن دو رابطهی حاصل به رابطهی (39)، DE زیر را خواهیم داشت: 
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این یک DE جزئی مرتبه ششم است و در نتیجه برای موارد شرایط مرزی تکیهگاه ساده و مقید، سه BC نیاز است. دو BC به نظریهی صفحهی کلاسیک مربوط میشوند و مورد سوم با لحاظ نمودن رفتار لایهی برشی به دست میآید. برای مثال، برای مورد صفحهی دایرهای مقید در امتداد لبه، همانند تصویر 11، دو BC عبارتند از:
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میتوانیم همانند BC سوم، موارد چسبندگی قوی مادهی فنداسیون به دیوار صُلب را در نظر بگیریم
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از سوی دیگر، چنانچه هیچ نیروی اصطکاکی بین دو مادهی فنداسیون و جدارهی پیرامونی لحاظ نشود، شرایطی که با دقت بالاتر این وضعیت فیزیکی را توصیف میکند،  است که به BC زیر ختم میشود
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برای بیان  در قالب ، براساس (34) و (35) مینویسیم:
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و با جایگذاری آن در (39) خواهیم داشت:
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در نتیجه، BC (43) به فرم زیر درمیآید:
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برای مورد مربوط به صفحهی دایرهای در معرض بار جانبی q با مرز آزاد، بایستی دو ناحیه را در نظر بگیریم که در مرز B صفحه با هم برخورد میکنند. ناحیهی صفحهای R با انحرافات  و معادلهی حاکم مرتبه شش (40) و ناحیه فنداسیون پیرامونی F با انحرافات  توسط DE مرتبه دوم (7) توصیف میشود. توجه داشته باشید که در اینجا به خاطر لایهی فنری بالایی، هیچگونه عکسالعمل تمرکزی نمیتواند در امتداد لبههای صفحهی 8 اتفاق بیفیتد، BC را میتوان اینگونه تعریف کرد:
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و سه BC داریم که باید تضمین کنند ، ، و مشتقات آنها در ناحیهی صفحهای R محدود شدهاند.

صفحه بر روی فنداسیون تعمیمیافته
همانگونه که پیشتر گفته شد، این مسأله به تازگی در برخی مقالات بررسی شده است [8-14]. در این بخش نشان خواهیم داد مدل فنداسیون تیپ گاسترناک همانند تصویر 7، یک مدل مکانیکی احتمالی برای فنداسیون تعمیمیافته است و در نتیجه، مسائل حلشده در [8-14] نیز پاسخهای مربوط به موارد متناظر در صفحات مستقر بر روی فنداسیون پاسترناک هستند، عکس این نیز صحیح است.
برای نشان دادن همارزی بین این دو مدل فنداسیون، تعادل المان صفحهی متصل به المان فنداسیون پاسترناک را در نظر میگیریم که توسط سطوح x, x+dx و y, y+dy قطع شدهاند، تصویر 12 را ببینید. 
مشاهده میشود که معادلات تعادل-ممان المان صفحه با معادلات نظریهی صفحه به اضافهی ممانهای  و  ایجادشده توسط نیروهای برشی  و  لایهی برشی برابر هستند، و داریم:
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با توجه به رابطهی (5) خواهیم داشت:
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در نتیجه، ممانهای  و  با شیبهای متناظر (در اینجا با زوایای چرخش یکسانند) دارای مدولهای برشی G ثابت تناسبی، متناسبند. این استدلال به ثابت  در رابطهی (8)، مفهوم فیزیکی میدهد. 

صفحه بر روی فنداسیون ریزنر
معادلهی دیفرانسیل برای این مسأله با حذف p از روابط (10) و (39) به شیوهای مشابه آنچه برای دستیابی به (40) انجام دادیم، حاصل میشود. رابطهی زیر را خواهیم داشت:
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ذکر این نکته هم جالب است که برای مورد c=3k، چنانچه روابط زیر را داشته باشیم، رابطهی (50) با رابطهی (40) یکسان است
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در نتیجه یک مدل تیپ پاسترناک برای فنداسیون ریزیر داریم.
از انجاکه DE (50) همان نوع و مرتبهی (40) را دارد، و به خاطر شباهت فیزیکی این مسائل، مبحث BC شباهت زیادی به مبحث BC مرتبط با DE (40) دارد. در این رابطه بایستی خاطر نشان نمود همانگونه که ای. ریزیر [18] بیان نمود و در مقالهی کی. اس. پیستر و ام. ال. ویلیامز [28] امده است، BC سوم تنها در مواردی بسیار خاصی صدق میکند که مادهی فنداسیون زیر صفحهی محدود در امتداد مرز استوانهای از مادهی فنداسیون پیرامونی با جدارهها تفکیک شده باشد، یعنی درست همانند آنچه به BC (44) ختم میشود.

فنداسیون پاسترناک ویسکوالاستیک
در این بخش مفهوم فنداسیون پاسترناک به تغییرشکل ویسکوالاستیک بسط داده میشود. این با افزودن المانهای ویسکوز خطی به المانهای الاستیک مدل فنداسیون با چیدمانهای سری و / یا موازی حاصل میشود. با پیروی از این روند میتوان مدلهایی ایجاد نمود که به رفتار مورد انتظار فنداسیون وابستهاند.  
برای نشان دادن این روند، در ادامه دو مورد از چنین احتمالاتی بررسی خواهند شد. ما کار را با مدلی برای نشان دادن پایهی برف نیمهمتناهی شروع میکنیم [29، 30].
نتایج آزمونهای بار موضعی انجامگرفته بر روی پایهی برفی توسط سازمان پژوهشهای لایهی منجمد دائمی اعماق زمین و یخ برفی (SIPRE که امروزه CRREL نامیده میشود) متعلق به ارتش آمریکا در گرینلند در سال 1959 در تصویر 13 امده است. مشاهده میشود که پس از دورهی زمانی اولیهی نسبتاً کوتاه، رابطهی زمان-جابجایی، خطی است. این نشان میدهد که میتوان قانون نیوتون را برای رفتار ویسکوز لحاظ نمود. همچنین از انجاکه تغییرشکل الاستیک اتفاقافتاده بلافاصله بعد از اعمال بار، در مقایسه با تغییرشکلهای خزشی بسیار کوچک است، ظاهراٌ فرض مدب فنداسیون تصویر 4 قابل توجیه است. انحراف کل اینگونه محاسبه میشود:
[image: C:\Users\azad\Desktop\511.png]
در اینجا  به شیوهی معمول به دست میآید و  انحراف ناشی از خزش است. 
فرمول ریاضی برای  شبیه به فرمول مورد الاستیک است. حال، براساس قانون نیوتون گرانروی داریم:
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در این رابطه  سرعت رو به پایین سطح فنداسیون است. در نتیجه، علاوه بر ثابت الاستیک، دو ثابت مادی دیگر وارد تحلیلها میشوند: یک ضریب گرانروی  مرتبط با تغییرشکلهای برشی المانهای عمودی فنداسیون و  که ضریب فشردهسازی ویسکوز است. (این فرض که  ثابت باقی میماند زمانی توجیه میشود که ابعاد فنداسیون در مقایسه با ابعاد ناحیهی بارگذاری، بسیار بزرگ باشند).
از انجاکه برای موارد مورد بررسی، حرکات فنداسیون بسیار کُند است، از عبارات اینرسی چشمپوشی کردیم. با جایگذاری روابط (52) در (6) خواهیم داشت
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مشتقگیری از رابطهی (53) بر حسب l برای بار وابسته به زمان p=p(x, y) رابطه را اینگونه تقلیل میدهد:
 [image: C:\Users\azad\Desktop\54.png]
که در آن داریم:
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رابطهی (54) در DE برای جابجایی عمودی سطح فنداسیون ناشی از خزش است. 
برای مورد بار خطی  در امتداد محور y، رابطهی (54) اینگونه خواهد بود
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با فرض پاسخ به شکل w=X(t)T(t) و نیز اینکه برای l=0، انحراف ناشی از خزش، صفر است، داریم:
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در نتیجه، سطح فنداسیون براساس تابع نمایی دچار تغییرشکل شده و رابطهی انحراف-زمان به شکل خطچینهای تصویر 13 خواهد بود.
برای برخی فنداسیونها همچون لایههای برف نسبتاً نازک یا فنداسیون لایهی یخی مشخص، که انتظار میرود پس از اعمال بار، حرکات متوقف شوند، برای روند بارگذاری، مدل سادهی تصویر 15 بررسی خواهد شد. در اینجا فنرهای الاستیک نقش سختی ناشی از فنداسیون علیه نیروی فشاری را دارند و مقدار نهایی فشردهسازی پایه را مشخص میکنند. نمیتوان ویژگیهای الاستیک مادهی فنداسیون را تغییر داد. این تفسیر قابل توجیه است، زیرا ما در اینجا تنها به عکسالعمل سطح فنداسیون نسبت به بارها علاقهمندیم.
فرمولاسیون آن همانند مورد قبلی است. با اینحال در مورد فعلی داریم:
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با جایگذاری روابط (58) در معادلهی تعادل (6) به DE زیر میرسیم:
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حال میتوان پاسخها برای پیکربندیهای مختلف بار را به دست آورد.
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صفحه بر روی فنداسیون ویسکوالاستیک
DE مربوط به صفحهی الاستیک نازک با بارگذاری جانبی واقع بر روی فنداسیون ویسکوز از نوع پاسترناک که در تصویر 16 آمده با جایگذاری رابطهی (53) در رابطهی (22) به دست میآید. DE حاصل برای انحراف w(x, y, z) اینگونه است:
[image: C:\Users\azad\Desktop\60.png]
برای مورد فنداسیون تصویر 17، DE حاصل اینگونه است:
[image: C:\Users\azad\Desktop\61.png]
با BC نظریهی صفحهی کلاسیک و شرایط مرزی موجود، روابط (60) و (61)، فرمولاسیون مسألهی مورد بررسی را شکل میدهند.  
برای مواردی که تغییرشکل الاستیک لحظهای فنداسیون موجب تنشهای قابل ملاحظه در صفحهی الاستیک خواهد شد، بایستی پاسخ الاستیک در فرمولاسیون مسأله گنجانده شود. پس برای برخی وضعیتها، مدل تصویر 18 میتواند نمایش مناسبی باشد. DE برای این مسأله به شیوهی مشابه آنچه در رابطهی (40) داشتیم به دست میآید. رابطهی حاصل اینگونه است
[image: C:\Users\azad\Desktop\62.png]
لازم به ذکر است این رابطه تنها در صورتی معتبر است که تغییر q با زمان به قدری کوچک است که عبارات اینرسی قابل صرفنظر کردن هستند.
برای بار مستقل از زمان q(x, y) رابطهی (62) به شکل زیر تقلیل مییابد:
[image: C:\Users\azad\Desktop\63.png]
[bookmark: _GoBack]مبحث BC شبیه به همانی است که در ارتباط با رابطهی (40) مطرح شد، اما به خاطر تغییر زمانی، شرایط اولیه نیز به آن افزوده میشود.
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